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SSAN NICOLAS ANALISIS MATEMATICO |1
I.S.F.D. N° 127

UNIDAD DIDACTICA N°2: “Estudio general de las funciones de R"en R™ desde el punto de vista del calculo integral ”
Tercer afio Profesorado en Matematica

INTEGRALES DE CAMPOS ESCALARES

1. Integrales multiples

1.1 Definiciones previas:
- Sea T < R" sedice que T es medible y su medida vale «(T), sia T se le puede asignar
un volumen el cual sera su medida.
En caso de trabajar con T < R*su medida es el area.
- Sea T cR" ysea P una familia de conjuntos T, < T . P es una particién de T y se
indica P = {Ti }nl si y solo si:

a) T =T b) T NT, =D Vi ]

- Sea T < R" medibley P= {T- }.n_l una particionde T .

i
P es medible de T siy solosi T, es medible Vi=1...,n.

- Sea P= {Ti
y se simboliza 5(T,) a: 5(T,) = Supremo {d (P,Q)/ PAQeT,}
- Se denomina norma de la particion y se simboliza |P| a:

[Pl = mex {5(T))

}.n_luna particion medible de T . Se denomina diametro de un conjunto T,

- Sea f:T - NR/T < R" un campo escalar definido y acotado (*) en T < R" medible.
(*) (IM /|f(F)|< MVFeT)

- Sea P= {Ti }_nfluna particion medible de T y T, T,. Se denomina suma integral de

fsobre T a: s(f,P)= Z f(r;)- u(T,) (esta suma integral también depende de la particion)

i=1

1.2 Integral maltiple de f sobre T :
Se denomina integral maltiple de f sobre T, al nUmero, si existe:

=] fdu= lim s(F,P) = lim > £(7) - «(T)

-Si T < R entonces | :I f dy:I f (x)dx (integral simple)

T T
-Si T < R* entonces | =j fdu= H f(x,y)dxdy (integral doble)
T T
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-Si T <%° entonces | =| f du=[[[ f(x,y,2)dxdydz (integral triple)
T T

Si existe este limite, se dice que f es integrable sobre T

1.3 Condiciodn suficiente de integrabilidad:
Sea f un campo escalar definido, acotado y continuo en T medible. Entonces f es

integrableen T

1.4 Propiedades:
Sean f y g integrables sobre T y «,f R entonces se verifican las siguientes

propiedades:
) af+pgintegrableen T y [(af+pg)du=affdu+pB[gdu (Linealidad)
T T T

i)y Si T=T,UT, tal que x (T, "T,)=0 entonces jfdyzjfdu+jfdy (Aditividad
T Ty T,

del intervalo de integracion)
iiiy Si f(r)<g(r) VreT entonces If(r)d,us_[g(r)dy
T T

En particular si f (F) >0 VreT = j f(F) du>0 (Propiedad de monotonia)
T z f(r)
A

1.5 Interpretacion geométrica de la integral doble:
Sea f(r)>0 VreT —R* A f integrableen T

n

lim > £ () u(T) = [ £(r)-du

IPl-0 4=

Si f esintegrableen T A f(r)=0VreT secumple
que [[ f(r)-du =V (S)siendo
T

3:{(x,y,z)efﬁ3/(x,y)eT A0<z< f(x,y)}

Bibliografia sugerida:

Integrales multiples. RABUFFETTI, Hebe (1983): Introduccion al analisis matematico (Céalculo
2). Pag. 196 - 198. LARSON- HOSTETLER- EDWARD (1995): “Cadlculo y Geometria analitica”,
tomo 2, quinta edicién, autores, pag. 1210 - 1220.
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2. Integrales dobles:
2.1 Recintos de integracion y calculo:
Considerando los siguientes recintos de integracion:

i) Sobre un rectangulo: N
T ={(X,y)e§R2/aSXSb/\CSySd}

ﬂ f(x,Y) dxdy:J‘Df(x, y)dy}dx:j[j f(x, y)dx}dy

c a

o

h(x)
ii) Sea T={(X,y)e§R2/aSXSb/\g(X)SySh(X)}

con g,h continuas en [a,b ]

al g(x)

RS o
ﬂ f(x,y) dxdy=J.{ If(x, y)dy}dx ;;1 : >y

iii) Sea: T ={(x,y) eR?/ g(y) <x<h(y)ac<y<d ng,h continuas en [c,d ]}

A

d | h(y)
jjf(x,y) dxdy:j jf(x,y)dx dy df=--
T el ol h(y)
a(y)

| Actividades:

1. Determinar los limites de integracion en la integral doble If(x, y)dxdy, parael recinto T
T

tal que T es:
) un rectangulo cuyos vértices son: (0,0);(2,0);(2,1);(0,2)
i) un triangulo cuyos vértices son: (0,0);(1,0); (L))
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2. Escribir las ecuaciones de las curvas que limitan los recintos a que se extienden las integrales
dobles que se indican a continuacién y dibujar estos recintos.

a. _[21 LX::_XZ f(x, y)dy dx b. J.: J’::(S f(x,y) dydx

3. Calcular las integrales siguientes:

a. J-lz I;(xzyz)dxdy b. f Iiy(x+ y) dx dy

2.2 Aplicaciones de las integrales dobles:
Aplicaciones geométricas:

1. Caélculo de area de una superficie plana:
ﬂ f(x,y)dxdy=areadeT si f(x,y)=1 V(X,y)eT.
E

2. Calculo del volumen:
_Uf(x,y) dxdy =V (T) si f(x,y)>0 V(x,y)eT.
.

Aplicaciones fisicas:
» Masa de una ldmina plana.

= Centro de gravedad o centro de masas de una lamina plana.
= Momento de inercia de una lamina plana (denominado también momento segundo)

Resolucion Actividades propuestas en clase

1. Hallar el area encerrada por: y*> =4x 2x-y=4

2. Hallar el volumen encerrado por
z=x*+y? z=18-x*-y*, x=0, y=0, x+y=3

3. Hallar la masa y el centro geométrico, del area plana homogénea limitada por las curvas de
ecuacion y=6x—x> y y=x

Bibliografia sugerida:
Aplicaciones fisicas LARSON- HOSTETLER- EDWARD (1995): “Calculo y Geometria analitica”,
tomo 2, quinta edicion, autores, pag. 1240.
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3. Integrales triples:

3.1 Recintos de integracion y calculo:

Sea T = {(x, v,2) e R, (X, ) <2<, (X, y)con (X,¥) G A @, @, continuas en G} tal que
G={(xy)eR?/g(x)<y<h(x) na<x<b con g,h continuas en [a,b]}

_[ f(X,y,z)dxdydz :J‘.U f(xy, z)dxdydz:ﬂ{(]gf(x, y,z)dz}dxdy = j{ hf)ﬁ f(xy, z)dz}dy}dx

al 9L

3.2 Aplicaciones de las integrales triples:

. L > o
Aplicaciones geométricas: w( V)

Célculo del volumen

LU f(X,y,z)dxdydz =volimen de T oY)

si f(x,y,2)=1 V(x,V,z) eT < R® teniendo en cuenta la
grafica dada.

o q(@ h(x)
Aplicaciones fisicas: bl

» Masa de una region sélida:
= Centro de gravedad o centro de masas de una region solida:
= Momento de inercia de una region sélida:

Resolucion Actividades propuestas en clase

1. Calcular las siguientes integrales:
1 2 3 1l pl-Xx pl-X+
a) _[O _[1_[2 (X+y+2)dz dx dy b) _[0 _[0 L "(x+1) dz dy dx

2. Hallar el volumen del primer octante comprendido entre las superficies z=x+1,
1
2 2
X°+y =4,72==X
Y 2

Bibliografia sugerida:
Centro de masas y momentos de inercia: LARSON- HOSTETLER- EDWARD (1995): “Calculo y
Geometria analitica”, tomo 2, quinta edicion, autores, pag. 1240.
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